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Re´sume´. — Cet article fait partie d’une se´rie de papiers de l’auteur visant a` comprendre
la cohomologie a` coefficients dans Z¯l de certaines varie´te´s de Shimura unitaires simples. On
utilise les re´sultats de [5] sur le calcul de la Q¯l- cohomologie et ceux de [7] sur une version
entie`re des re´sultats de [4] sur des filtrations du faisceau pervers des cycles proches, pour
produire d’une part des classes de cohomologie de torsion dans les termes initiaux d’une suite
spectrale calculant la cohomologie de la varie´te´ de Shimura, et d’autre part des congruences
entre repre´sentations automorphes.
Abstract (Automorphic congruences and torsion in the cohomology of Harris-
Taylor local systems)
This paper is a part of a sequence of works of the author to understand the Z¯l-cohomology
of some simple unitary Shimura varieties. We use the results of [5] on the description of the
Q¯l-cohomology groups, and those of [7] about a Z¯l-version of the results of [4] on filtrations
of the perverse sheaf of nearby cycles, to produce on one part torsion classes in some of the
initial terms of a spectral sequence which calculate the cohomology groups of the Shimura
variety and, on a another part, some automorphic congruences.
Introduction
Dans [10], les auteurs e´tudient la cohomologie d’une classe de varie´te´s de Shimura uni-
taires X de dimension d − 1 sur son corps reflex F , attache´es a` un groupe de similitudes
G/Q. La description de la cohomologie d’une telle varie´te´ de Shimura est donne´e via la
cohomologie de la fibre spe´ciale Xv de X en une place v de F , a` coefficients dans le com-
plexe des cycles e´vanescents. Dans [10], pour tout 1 ≤ h ≤ d, la restriction des faisceaux
des cycles e´vanescents a` la strate de Newton de la fibre spe´ciale Xv de dimension d − h,
est de´crite a` l’aide de certains syste`mes locaux, dits d’Harris-Taylor dans [4], associe´s a`
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 14G22, 14G35, 11G09, 11G35,
11R39, 14L05, 11G45, 11Fxx.
Mots clefs. — Varie´te´s de Shimura, modules formels, correspondances de Langlands, corres-
pondances de Jacquet-Langlands, faisceaux pervers, cycles e´vanescents, repre´sentations automorphes,
congruences.
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des repre´sentations du groupe des inversibles D×v,h d’une alge`bre a` division centrale sur le
corps local Fv et d’invariant 1/h.
En ce qui concerne la torsion, contrairement a` [10], on ne peut pas se contenter d’ar-
guments sur la somme alterne´e des groupes de cohomologie car cette somme ne voit pas
la torsion. Afin d’e´tudier chacun de ces groupes de cohomologie, on commence par fil-
trer le faisceau pervers de´fini par le complexe des cycles e´vanescents, et on e´tudie la suite
spectrale associe´e. Dans [7] on construit des filtrations ≪ entie`res ≫ du faisceau pervers
des cycles e´vanescents qui ge´ne´ralisent celles de [4] de sorte qu’on est dans un premier
temps amene´ a` e´tudier la cohomologie des syste`mes locaux d’Harris-Taylor. Pour ce qui
concerne leurs quotients libres, ils sont explicite´s dans [5] et le premier objectif de ce papier
est la construction §4.5 de classes de cohomologie de torsion. Une version simplifie´e de la
proposition 4.5.1 peut s’exprimer comme suit.
Soit πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv) dont la re´duction modulo
l, a pour support supercuspidal un segment de Zelevinsky relatif a` une supercuspidale de
GLg¯(Fv) avec g¯ un diviseur strict de g. Pour tout t ≥ 1 tel que tg+ g¯ ≤ d, la torsion de la
cohomologie a` support compact du syste`me local d’Harris-Taylor associe´, par la correspon-
dance de Jacquet-Langlands, a` la repre´sentation de Steinberg ge´ne´ralise´e Stt(πv), est non
nulle.
Ainsi nous disposons d’une suite spectrale calculant la cohomologie entie`re d’une varie´te´
de Shimura, dans laquelle nous savons construire des classes de cohomologie de torsion dans
ses termes initiaux Ep,q1 ; reste alors a` comprendre, soit comment cette torsion disparait dans
l’aboutissement, soit pourquoi elle y apparait, proble´matique sur laquelle nous espe´rons
revenir.
La construction de ces classes de torsion repose sur l’e´tude de repre´sentations auto-
morphes congruentes. Grossie`rement la proble´matique est la suivante : e´tant donne´s
– une Q¯l-repre´sentation automorphe entie`re Π ;
– un F¯l-constituant irre´ductible τv de la re´duction modulo l de la composante locale Πv
de Π en une place v ;
– une Q¯l-repre´sentation irre´ductible locale entie`re Π
′
v, telle que τv est un constituant de
sa re´duction modulo l,
existe-t-il une repre´sentation automorphe Π′ de composante locale en v isomorphe a` Π′v
et ≪ congruente ≫ a` Π en un sens a` pre´ciser ? Bien e´videmment nous ne traitons pas cette
question dans cette ge´ne´ralite´ mais seulement quelques cas particuliers dont le plus utile
correspond, cf. le corollaire 4.4.2, au cas ou` Π′v est non de´ge´ne´re´e et Πv est de la forme
Spehs(πv) avec πv non de´ge´ne´re´e. Du coˆte´ galoisien, on peut voir ce re´sultat comme ≪ une
augmentation de l’irre´ductibilite´ ≫ au sens ou` partant d’une repre´sentation galoisienne σ
on en construit une autre σ′ qui lui est ≪ congruente ≫ et dont la restriction σ′v au groupe de
de´composition en v consiste a` changer un des facteurs de σv d’une des deux fac¸ons de´crites
ci-dessous :
– un facteur inde´composable de σv est ≪ transforme´ ≫ en un facteur irre´ductible de σ
′
v ;
– un facteur semi-simple de σv devient un facteur inde´composable de σ
′
v.
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Une version simplifie´e de la proposition 4.3.1 dans le cas trivial a` l’infini, illustrant le
premier de ces cas, peut s’exprimer comme suit.
Proposition
Soit π′v une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLd(Fv) dont la re´duction modulo
l a pour support supercuspidal un segment de Zelevinsky de longueur s > 1 relativement
a` une supercuspidale π¯v de GLg(Fv) avec d = sg ou` π¯v est la re´duction modulo l d’une
repre´sentation irre´ductible cuspidale πv.
Alors e´tant donne´e une repre´sentation irre´ductible automorphe Π de G(A), triviale a`
l’infini, dont la composante locale en v est Πv ≃ Sts(πv), il existe une repre´sentation
irre´ductible automorphe Π′ de G(A), triviale a` l’infini, avec Π′v ≃ π
′
v, qui est congruente
a` Πv au sens de la de´finition 4.1.2, i.e. il existe un ensemble fini S de nombre premiers
tel que pour tout premier w 6∈ S, les repre´sentations Πw et Π
′
w sont non ramifie´es et leurs
caracte`res de Satake sont congruents modulo l.
En ce qui concerne le passage d’un facteur semi-simple a` un facteur inde´composable,
l’e´nonce´ donne´ au corollaire 4.4.2 s’exprime comme ci-dessus avec Πv ≃ Spehs(πv). Le
lecteur notera que, contrairement au cas de GL2 traite´ en toute ge´ne´ralite´ dans [3], nous
ne nous autorisons ni a` augmenter le niveau ni le poids.
Enfin au §5, motive´ par la construction de repre´sentations automorphes fortement
congruentes, cf. §5.3 les cas ramifie´s de la conjecture 5.2.1 et le lemme 5.4.2, nous pro-
posons la conjecture 5.4.3 sur la torsion des syste`mes locaux d’Harris-Taylor, dont la
re´duction modulo l ne devrait de´pendre que de la re´duction modulo l dudit syste`me local.
L’auteur tient a` remercier chaleureusement le rapporteur anonyme pour ses nombreuses
corrections et ame´liorations.
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1. Rappels sur les repre´sentations
Dans ce qui suit l et p de´signent deux nombres premiers distincts. Pour q une puissance
de p, on note el(q) l’ordre de q dans F
×
l . Dans la suite K de´signe une extension finie de Qp,
d’anneau des entiers OK et de corps re´siduel κ de cardinal q. On dit que l est banal pour





le caracte`re de´fini par Ξ(1
2
) = q1/2.
1.1. Repre´sentations entie`res de GLn(K) et leurs re´duction modulo l. — On
note | − | la valeur absolue de K.
1.1.1. De´finition. — Deux repre´sentations π et π′ de GLn(K)) sont dites inertiellement
e´quivalentes et on note π ∼i π′, s’il existe un caracte`re ξ : Z −→ Q¯×l tel que
π ≃ π′ ⊗ ξ ◦ val ◦ det .
On note eπ le cardinal de l’ensemble des caracte`res χ : Z −→ Q¯
×
l , tels que π⊗χ◦val(det) ≃
π et on pose
π{n} := π ⊗ q−nval ◦det.
Pour une suite r = (0 < r1 < r2 < · · · < rk = d), on note Pr le sous-groupe parabolique
de GLd standard associe´ au sous-groupe de Levi
GLr1(K)×GLr2−r1(K)× · · · ×GLrk−rk−1(K)
et Nr son radical unipotent. Le parabolique oppose´ a` Pr sera note´ P
op
r .
1.1.2. Notation. — Pour π1 et π2 des Q¯l-repre´sentations de respectivement GLn1(K) et
GLn2(K), π1 × π2 de´signe l’induite parabolique normalise´e
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Dans le cas ou` π1 et π2 sont des repre´sentations de GLt1g(K) et GLt2g(K), on notera
π1
−→
×π2 l’induite parabolique π1{−t2/2} × π2{t1/2}, l’entier g e´tant sous-entendu.
Remarque : les symboles × et
−→
× sont associatifs, le deuxie`me e´tant introduit afin de
minimiser l’e´criture des torsions.
1.1.3. Notation. — Pour P = MN un parabolique de GLd de Le´vi M et de radical
unipotent N , l’espace des vecteurs N(K)-coinvariants d’une repre´sentation admissible π
de GLd(K), est stable sous l’action de M(K) ≃ P (K)/N(K). On notera JP (π) cette
repre´sentation tordue par δ
−1/2
P : c’est un foncteur exact dit foncteur de Jacquet.
Rappelons qu’une repre´sentation ̺ de GLd(K) est dite cuspidale si pour tout parabolique
propre P , JP (π) est nul. Elle est dite supercuspidale si elle n’est pas un sous-quotient d’une
induite parabolique propre. Une repre´sentation supercuspidale est cuspidale, la re´ciproque
e´tant valable pour les Q¯l-repre´sentations.
1.1.4. Notations. — (cf. [18] §9 et [5] §1.4) - Soient g un diviseur de d = sg et π une












× · · ·
−→
×π
posse`de un unique quotient (resp. sous-espace) irre´ductible note´ habituellement Sts(π)
(resp. Spehs(π)) ; c’est une repre´sentation de Steinberg (resp. de Speh) ge´ne´ralise´e.













- Enfin, une repre´sentation ge´ne´rique Π de GLd(K) s’e´crit comme une induite
irre´ductible
Stt1(π1)× · · · × Sttr(πr)
ou` pour i = 1, · · · , r, les πi sont des repre´sentations irre´ductibles cuspidales de GLgi(K)
et les ti ≥ 1 tels que
∑r









est irre´ductible, on la note Spehs(Π).





s− 1]π)). Toute repre´sentation irre´ductible essentiellement de carre´ inte´grable de GLd(K)
est de la forme Sts(π) pour π irre´ductible cuspidale de GLg(K) avec d = sg.
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Soient ψ : OK −→ R
× un caracte`re et λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0) une partition de n ; on






ou` la somme porte sur les indices 1 ≤ i < n tels que i 6= λ1, λ1 + λ2, · · · .
1.1.5. Proposition-De´finition. — [14] III.1.8
Soit π une R-repre´sentation irre´ductible de GLn(K) ; il existe alors une unique partition
λπ maximale pour l’ordre de Bruhat, telle que le nombre fini
m(π, λ) := dimRHomRU (π|U , ψλ)
est non nul. On de´signe cette partition comme le niveau de Whittaker de π.
1.1.6. De´finition. — Une repre´sentation irre´ductible π telle que λπ = (n), est dite non
de´ge´ne´re´e ; on a alors m(π, (n)) = 1.
Remarque : toute Q¯l-repre´sentation non de´ge´ne´re´e s’e´crit comme une induite irre´ductible
de la forme
Stt1(π1)× · · ·Sttr(πr)
ou` les πi sont des repre´sentations irre´ductibles cuspidales.
1.1.7. De´finition. — Une Q¯l-repre´sentation lisse de longueur finie π de GLd(K) est dite
entie`re s’il existe une extension finie E/Ql contenue dans Q¯l, d’anneau des entiers OE et
une OE-repre´sentation L de GLd(K), qui est un OE-module libre, telle que Q¯l ⊗OE L ≃ π
et tel que L est un OEGLn(K)-module de type fini. Soit κE le corps re´siduel de OE , on
dit que F¯l ⊗κE κE ⊗OE L est la re´duction modulo l de L.
Remarque : le principe de Brauer-Nesbitt affirme que la semi-simplifie´e de F¯l ⊗OE L est
une F¯l-repre´sentation de GLd(K) de longueur finie qui ne de´pend pas du choix de L. Son
image dans le groupe de Grothendieck sera note´e rl(π) et dite la re´duction modulo l de π.
Exemples :
– d’apre`s [15] V.9.2 ou [9] §2.2.3, la re´duction modulo l de Spehs(π) est irre´ductible
de sorte qu’a` isomorphisme pre`s, Spehs(π) posse`de un unique re´seau stable, cf. par
exemple [2] proposition 3.3.2 et la remarque qui suit.
– En ce qui concerne Sts(π), la situation est en ge´ne´ral plus complexe ; signalons par
exemple que dans [6], nous en avons construit diffe´rents re´seaux non isomorphes dits
d’induction.
1.1.8. Notation. — Pour ̺ une F¯l-repre´sentation cuspidale irre´ductible, on note ǫ(̺) le
cardinal de la droite de Zelevinsky de ̺, i.e. de l’ensemble {̺{i} / i ∈ Z}. On pose comme




ǫ(̺) si ǫ(̺) > 1
l sinon
Remarque : ǫ(̺) un diviseur de el(q).
1.1.9. Proposition. — ([15] III.5.14) Soit ̺ une F¯l-repre´sentation irre´ductible cuspidale
de GLg(K). L’induite parabolique
̺
−→









admet un unique sous-quotient non de´ge´ne´re´ que l’on note Sts(̺). La repre´sentation Sts(̺)
est cuspidale si et seulement si
s = 1, m(̺), m(̺)l, · · · , m(̺)lu, · · ·
La re´union de ces dernie`res avec les supercuspidales forment l’ensemble des repre´sentations
cuspidales.
Remarque : en ge´ne´ral, pour π une Q¯l-repre´sentation cuspidale telle que rl(π) = ̺, la
re´duction modulo l de Sts(π) est strictement plus grande Sts(̺), cf. [6] §3 ; en revanche,
comme cas particulier de la proposition suivante, la multiplicite´ de Sts(̺) y est e´gale a` 1.
1.1.10. Proposition. — (cf. [15] V.9.2)
Soit π une Q¯l-repre´sentation irre´ductible entie`re de GLd(K) de niveau de Whittaker λ.
Parmi les constituants irre´ductible de la re´duction modulo l de π, il y en a exactement un
de niveau de Whittaker λ, tous les autres e´tant de niveau strictement infe´rieur.
Remarque : ainsi tout sous-quotient irre´ductible de la re´duction modulo l de Spehs(π) avec
π non de´ge´ne´re´e est de longueur de Whittaker supe´rieure ou e´gale a` s.
1.1.11. Notation. — Pour ̺ une repre´sentation irre´ductible supercuspidales, on notera
pour tout u ≥ 0, ̺u la repre´sentation cuspidale Stm(̺)lu(̺) de la proposition pre´ce´dente et
on pose ̺−1 := ̺.
1.1.12. Proposition. — (cf. [14] III.5.10)
Soit ̺ une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(K) ; il existe alors un rele`vement
π irre´ductible cuspidal de ̺, i.e. tel que rl(π) = ̺.
Donnons quelques pre´cisions sur l’ensemble des rele`vements d’une cuspidale donne´e.
Rappelons, cf. [8] §5.5, que toute Q¯l-repre´sentation irre´ductible cuspidale est bijectivement
≪ attache´e ≫ a` la donne´e d’une extension sauvagement ramifie´e E ⊂ P et a` une orbite
re´gulie`re de ∆\X1(E) ou` :
– E est une extension mode´re´ment ramifie´e de K de degre´ ≤ d ;
– X1(E) est l’ensemble des caracte`res mode´re´ment ramifie´s de E
× ;
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– ∆ est le groupe de Galois de E/K.
Si χE est un repre´sentant d’une telle orbite associe´ a` un rele`vement cuspidal π de ̺ alors les
autres rele`vements cuspidaux, a` torsion par un caracte`re non ramifie´ pre`s, seront associe´s
a` χE ⊗ ζl ou` ζl est un caracte`re de E
× d’ordre une puissance de l.
Remarque : en particulier si l est banal pour GLd(K), toute F¯l-repre´sentation irre´ductible
cuspidale admet, a` torsion pre`s, un unique rele`vement sur Q¯l.
1.2. Repre´sentations de D×K,d. —
1.2.1. De´finition. — Soit DK,d l’alge`bre a` division centrale sur K d’invariant 1/d et




au moyen de l’oppose´ de la valuation de la norme re´duite rn.
On rappelle que la correspondance de Jacquet-Langlands locale est une bijection JL entre
les repre´sentations irre´ductibles admissibles de D×K,h et les repre´sentations irre´ductibles
admissibles essentiellement de carre´ inte´grable de GLh(K).
1.2.2. De´finition. — Pour π une Q¯l-repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(K) et
t ≥ 1, π[t]D de´signera la repre´sentation JL
−1(Stt(π))
∨ de D×K,tg.
Soit τ = π[s]D une Q¯l-repre´sentation irre´ductible l-entie`re de D
×
K,d ; avec les notations
de 1.1.11, la re´duction modulo l de π est de la forme Stm(τ)(̺) pour ̺ une F¯l-repre´sentation
irre´ductible supercuspidale de GLe(K). On note alors ι l’image de Spehs(̺
∨) par la corres-
pondance de Jacquet-Langlands modulaire de´finie par J.-F. Dat au §1.2.4 de [9]. Autrement
dit si π̺ est un rele`vement cuspidal de ̺, i.e. une Q¯l-repre´sentation entie`re irre´ductible cus-





1.2.3. Proposition. — (cf. [9] proposition 2.3.3) La re´duction modulo l de τ est avec











ou` ι{n} de´signe ι⊗ q−nval ◦Nrd.
1.3. Repre´sentations automorphes cohomologiques de G(A). — Soient E/Q une
extension quadratique imaginaire pure, F+/Q une extension totalement re´elle dont on fixe
un plongement re´el τ : F+ →֒ R ; on pose F = F+E le corps CM associe´. Soit B une
alge`bre a` division centrale sur F de dimension d2 telle qu’en toute place x de F , Bx est
soit de´compose´e soit une alge`bre a` division et on suppose B munie d’une involution de
seconde espe`ce ∗ telle que ∗|F est la conjugaison complexe c. Pour β ∈ B
∗=−1, on note ♯β
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l’involution x 7→ x♯β = βx∗β−1 et G/Q le groupe de similitudes, note´ Gτ dans [10], de´fini
pour toute Q-alge`bre R par
G(R) ≃ {(λ, g) ∈ R× × (Bop ⊗Q R)
× tel que gg♯β = λ}
avec Bop = B ⊗F,c F . Si x est une place de Q de´compose´e x = yy













i zi dans F
+.
1.3.1. Notation. — Pour x une place de Q de´compose´e dans E et z une place de F+ au
dessus de x, on notera G(Fz) le facteur (B
op
z )
× de G(Qx) et G(A
z) pour G(A) auquel on
oˆte le facteur (Bopz )
×. De meˆme pour T un ensemble de places de Q et x ∈ T , on notera
T − {z} pour de´signer la re´union des places de T distinctes de x avec les places de F ,
autres que z, au dessus de x.
Remarque : pour x = yyc de´compose´ dans E, les places de F+ au dessus de x s’identifie
avec les places de F au dessus de y.
Dans [10], les auteurs justifient l’existence d’un G comme ci-dessus tel qu’en outre :
– si x est une place de Q qui n’est pas de´compose´e dans E alors G(Qx) est quasi-de´ploye´ ;
– les invariants de G(R) sont (1, d− 1) pour le plongement τ et (0, d) pour les autres.
On suppose aussi que p est de´compose´e p = uuc dans E et on note, cf. la remarque ci-
dessus, v = v1, v2, · · · , vr, les places de F au dessus de u avec (B
op
v )
× ≃ GLd(Fv). Pour de
coupables raisons de commodite´, on fixe un isomorphisme ιl : Q¯l ≃ C.
1.3.2. De´finition. — Soit ξ une C-repre´sentation irre´ductible alge´brique de dimension
finie de G. Une C-repre´sentation irre´ductible Π∞ de G(A∞) est dite ξ-cohomologique s’il
existe un entier i tel que
H i((LieG(R))⊗R C, Uτ ,Π∞ ⊗ ξ
∨) 6= (0)
ou` Uτ est un sous-groupe compact modulo le centre de G(R), maximal, cf. [10] p.92. On
notera diξ(Π∞) la dimension de ce groupe de cohomologie.
1.3.3. De´finition. — Soit ξ une Q¯l-repre´sentation irre´ductible alge´brique de dimen-
sion finie de G. Une Q¯l-repre´sentation irre´ductible Π
∞ de G(A∞) sera dit automorphe





⊗Π∞ est une C-repre´sentation automorphe de G(A).
1.3.4. De´finition. — (cf. [16] appendice A)
Une Q¯l-repre´sentation π
∞ de G(A∞) est dite entie`re s’il existe un Z¯l-module projectif Λ
muni d’une action de G(A∞) tel que Λ ⊗Z¯l Q¯l ≃ π
∞ et ΛK est de type fini pour tout
sous-groupe compact ouvert K de G(A∞).
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Remarque : d’apre`s [16] §3.3, pour toute repre´sentation automorphe π de G(A) triviale a`
l’infini, sa partie finie π∞ est entie`re.
2. Rappels sur les syste`mes locaux d’Harris-Taylor
2.1. Varie´te´s de Shimura unitaires simples. — Pour tout sous-groupe compact assez











et on note I l’ensemble des sous-groupes compacts assez petits de la forme Up(m). A` la
donne´e de G et I, on associe un sche´ma de Hecke XI = (XI)I∈I sur SpecOv au sens de
[4] et on note XI sa fibre spe´ciale ge´ome´trique sur F¯p.
Avec les notations de [4], pour tout 1 ≤ h ≤ d, on dispose de sous-F¯p-sche´mas de




I ) de pure
dimension d− h et on note
ihI : X
≥h















Pour tout 1 ≤ h < d, les strates X
=h
I sont ge´ome´triquement induites sous l’action
du parabolique Ph,d(Fv) au sens ou` il existe un sous-sche´ma ferme´ X
=h
I,1 de Hecke pour













I . On rappelle que G(A
∞,v) × Ph,d(Fv) agit








v ). Par ailleurs l’action d’un e´le´ment wv ∈ Wv est donne´e par l’action de
− deg(wv).
Remarque : les points ge´ome´triques du F¯p-sche´ma de Hecke X
=d
I de dimension nulle sont
dits supersinguliers.
2.1.2. De´finition. — Soit H0/Q le groupe alge´brique forme inte´rieure de G telle que
H0(R) est compact et H0(A
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2.2. Syste`mes locaux d’Harris-Taylor. — Afin de de´crire les restrictions aux strates
de NewtonX
=h
I du complexe des cycles e´vanescents surXI , les auteurs de [10] ont construit
des syste`mes locaux sur ces strates dont nous rappelons les notations suivant [4]. A` toute
repre´sentation irre´ductible admissible τv deD
×
v,h, Harris et Taylor associent un syste`me local
de Hecke Fτv,I,1 sur X¯
=h
I,1 avec une action de G(A






qui d’apre`s [10] p.136, se factorise par G(h)(A∞)/D×Fv,h via
(g∞,p, gp,0, c, gv, gvi, k) 7→ (g
p,∞, gp,0q
k−v(det gcv), getv , gvi, δ). (2.2.1)











δ ∈ D×v,h est tel que v(rn(δ)) = k + v(det g
c




Fτv,I := Fτv,I,1 ×Ph,d(Fv) GLd(Fv).
Pour πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv) et t un entier strictement
positif tel que tg ≤ d, on introduit suivant [4] la notation F(πv, t)1 (resp. F(πv, t)) pour
de´signer le faisceau de Hecke sur X¯=tgI,1 (resp. X¯
=tg
I ) pre´ce´demment note´ Fπv[t]D ,I,1 (resp.
Fπv[t]D ,I). On utilisera ponctuellement la notation HT (πv,Πt) pour de´signer leWv-faisceau









ou` Πt une repre´sentation de GLtg(Fv) et ou` on renvoie a` [4] pour une description explicite
des ope´rateurs de Hecke.
2.2.2. Notation. — On e´crira HTZ¯l pour de´signer un Z¯l-re´seau du syste`me local
d’Harris-Taylor associe´, que l’on ne souhaite pas pre´ciser. Dans la suite, on supposera un
re´seau stable de πv[t]D fixe´ et pour Γ un re´seau stable de Πt, on notera, HTΓ(πv,Πt) le
Z¯l-re´seau du syste`me local d’Harris-Taylor associe´ au re´seau produit tensoriel stable de
πv[t]D ⊗ Πt.
2.3. Filtrations de stratification entie`res. — Rappelons, cf. [11] §1.3.1, qu’une
the´orie de torsion sur une cate´gorie abe´lienne A est un couple (T ,F) de sous-cate´gories
pleines tel que :
– pour tout objet T dans T et F dans F , on a
HomA(T, F ) = 0;
– pour tout objet A de A, il existe des objets AT et AF de respectivement T et F , ainsi
qu’une suite exacte courte
0→ AT −→ A −→ AF → 0.
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Pour O un anneau de valuation discre`te et ̟ une uniformisante, dans une cate´gorie
abe´lienne A qui est O-line´aire, un objet A de A est dit de torsion (resp. libre, resp. divi-
sible) si ̟N1A est nul pour un certain entier N (resp. ̟.1A est un monomorphisme, resp.
un e´pimorphisme). On note alors T (resp. F , resp. Q) la sous-cate´gorie pleine des objets
de torsion (resp. libres, resp. divisibles) de A. Si A est noethe´rienne (resp. artinienne) alors
(T ,F) (resp. (Q, T )) est une the´orie de torsion sur A.
Pour X un Fq-sche´ma de type fini, la cate´gorie de´rive´e D
b
c(X,O) est munie de sa t-
structure perverse p de´finie par :
A ∈ pD≤0(X,O)⇔ ∀x ∈ X, hki∗xA = 0, ∀k > − dim {x}
A ∈ pD≥0(X,O)⇔ ∀x ∈ X, hki!xA = 0, ∀k < − dim {x}
ou` ix : Specκ(x) →֒ X. On note
pFP(X,O) le cœur de cette t-structure et ph les fonc-
teurs cohomologiques : c’est une cate´gorie abe´lienne noethe´rienne et O-line´aire munie de
la the´orie de torsion (T ,F) avec les notations pre´ce´dentes. On munit alors Dbc(X,O) d’une
nouvelle t-structure note´e p+ et de´finie par, cf. [7] corollaire 1.1.4 et §1.4.2 :
A ∈ p+D≤0(X,O)⇔ ∀x ∈ X,
{
hii∗xA = 0, ∀i > − dim {x}+ 1
h− dim {x}+1i∗xA de torsion
A ∈ p+D≥0(X,O)⇔ ∀x ∈ X,
{
hii!xA = 0, ∀i < − dim {x}
h− dim {x}i!xA libre
dont on notera p+FP(X,O) le cœur et p+hi les foncteurs cohomologiques. C’est une
cate´gorie abe´lienne artinienne et O-line´aire. Ces constructions passent a` la limite sur
l’anneau Z¯l.
Remarque : les objets libres de pFP(X,O), qui est une cate´gorie abe´lienne O-line´aire, sont
exactement ceux de pFP(X,O) ∩ p+FP(X,O) : ils sont appele´s des faisceaux pervers sans
torsion.
Pour une immersion ouverte j : U →֒ X, on dispose alors de deux notions de prolonge-
ments interme´diaires pj!∗ et
p+j!∗.
2.3.1. Lemme. — (cf. [7] proposition 1.4.4) Si j : U →֒ X est affine alors pour tout
faisceau pervers P sans torsion,
j∗P =
pj∗P =
p+j∗P et j!P =
pj!P =
p+j!P
sont des faisceaux pervers sans torsion.






ou` pour A un faisceau pervers, Ators de´signe son sous-faisceau pervers de torsion, on en
de´duit que, pour j affine, pi∗
ph−1torsi
∗j∗P est nul.
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Dans [7], en utilisant la stratification de Newton, nous donnons l’analogue entier de 4.3.1
et 5.4.1 de [4] qui s’exprime comme suit.
On note F(−) le foncteur de re´duction modulaire F ⊗LO (−) ; ce dernier ne commute
pas aux foncteurs de troncations. Ainsi d’apre`s [11] 2.51, pour P un faisceau pervers sans





tg+1,∗j≥tg∗ P [2] 




tg+1,∗j≥tg∗ P [1] 
de sorte que j≥tg e´tant affine, ph−1torsi
tg+1,∗j≥tg∗ P est nul et donc
Fpj≥tg! P ≃
pj≥tg! FP ≃ F
p+j≥tg! P. (2.3.2)





tg+1,∗j≥tg∗ P [1] (2.3.3)




tg+1,∗j≥tg∗ P  (2.3.4)
3. Comple´ments sur la cohomologie
3.1. Notations dans les groupes de Grothendieck. — Dans la suite on fixe une
repre´sentation complexe irre´ductible ξ de dimension finie de G ce qui d’apre`s [10] p.96,
fournit un syste`me local Lξ.
3.1.1. De´finition. — E´tant donne´ un faisceau F sur X¯I, on notera Fξ le faisceau F⊗Lξ.
Remarque : d’apre`s [10] p.98 et p.150, Lξ est un Wv-faisceau de Hecke pour G(A
∞) ou` g∞
agit par ξ(gl) et σ ∈Wv par Ξ
−w(ξ)/2.
Pour un Wv-faisceau pervers de Hecke P sur X¯I , [H
∗(Pξ)] de´signera l’image de∑
i(−1)
iH i(X¯I, P ⊗ Lξ) dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations admis-
sibles de G(A∞) ×Wv. Pour Groth le groupe de Grothendieck d’un groupe de la forme
G(A∞,v)× G˜, on notera Groth{Π∞,v} le sous-groupe facteur direct de Groth engendre´ par
les irre´ductibles de la forme Π∞,v ⊗ σ ou` σ est une repre´sentation irre´ductible quelconque
de G˜. On notera alors
[H∗(Pξ)]{Π
∞,v}
la projection de [H∗(Pξ)] sur ce facteur direct.
Remarque : on rappelle que G(Qp) ≃ Q
×





)×. Pour Π une
repre´sentation de G(A), sa composante pour le facteur de similitude Q×p , sera note´e
comme dans [10], Πp,0. Comme tous les compacts de I contiennent le facteur Z
×
p ,
les repre´sentations Π qui vont intervenir par la suite, dans les diffe´rents groupes de
cohomologie, devront toutes ve´rifier que (Πp,0)|Z×p = 1.
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3.2. Cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. — Soient
– Π une repre´sentation irre´ductible admissible de G(A), m(Π) sa multiplicite´ dans l’es-
pace des formes automorphes et
– πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv).
Nous allons rappeler d’apre`s [5], quels sont les couples (r, i) tels que
[H i(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)1)]{Π
∞,v} 6= (0).
On pourrait calculer explicitement l’image correspondante dans le groupe de Grothendieck
des GLd−tg(Fv) × Z-repre´sentations mais nous nous contenterons d’une description tre`s
sommaire. Rappelons que d’apre`s [5] §3.6, cette description ne de´pend que de m(Π), Π∞
et de la composante locale Πv de Π en v.
Remarque : rappelons que l’action de σ ∈Wv sur [H
i(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)1)]{Π
∞,v} est donne´e
par celle de deg σ ∈ Z compose´e avec celle de Πp,0(Art
−1(σ)) ou` Art−1 : W abv ≃ F
×
v est
l’isomorphisme d’Artin et deg, l’application compose´e de Art−1 avec la valuation.
3.2.1. Lemme. — Soit x une place de Q de´compose´e x = yyc dans E et soit z une place
de F au dessus de y telle que, avec la notation 1.3.1, G(Fz) := (B
op
z )
× ≃ GLd(Fz). Pour
Π une repre´sentation automorphe irre´ductible admissible cohomologique de G(A), sa com-
posante locale Πz, au sens de 1.3.1, est de la forme Spehs(πz) pour πz une repre´sentation
irre´ductible non de´ge´ne´re´e et s un entier ≥ 1 qui ne de´pend que de Π et non de la place z
comme ci-dessus.
De´monstration. — D’apre`s [10] the´ore`me VI.2.1, une repre´sentation automorphe de G(A)
est obtenue par changement de base a` partir d’une repre´sentation automorphe de B×,
laquelle d’apre`s la correspondance de Langlands globale, cf. [1] pour le cas ge´ne´ral, est
associe´e a` une se´rie discre`te de GLd(AF ). D’apre`s la classification des se´ries discre`tes de











pour π une repre´sentation irre´ductible admissible cuspidale de GLd/s(AF ) et ou` la nota-
tion ⊞ correspond du coˆte´ galoisien a` la somme directe. La composante locale d’une telle
repre´sentation automorphe en une place z est alors
Spehs(Stt1(π1,z))× · · · × Spehs(Sttu(πu,z)) ≃ Spehs
(
Stt1(π1,z)× · · · × Sttu(πu,z)
)
ou` les πi,z sont irre´ductibles cuspidales.
3.2.2. Corollaire. — (cf. [17]) Soient
– x une place de Q de´compose´e x = yyc dans E et z une place au dessus-de y telle que
G(Fz) ≃ GLd(Fz) et
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– Π une repre´sentation irre´ductible automorphe admissible de G(A) telle que sa compo-
sante locale Πz en z soit de la forme Spehs(πz) pour πz une repre´sentation irre´ductible
non de´ge´ne´re´e.
Alors les diξ(Π∞) sont nuls pour |i| ≥ s ou pour i ≡ s mod 2 et sinon ils sont tous e´gaux.
3.2.3. Notation. — Dans la suite nous noterons simplement dξ(Π∞) pour la valeur com-
mune non nulle des diξ(Π∞).
3.2.4. De´finition. — Pour 1 ≤ h ≤ d et τv une repre´sentation irre´ductible admissible














ou` ψ de´crit les caracte`res de F×v et ϕπv[t]D est, d’apre`s Deligne, Kazhdan et Vigne´ras, un
























avec Rτv ⊗ Id.





−1Tr α(ϕτv⊗ψ∨) est nul si α n’est
pas un sous-quotient irre´ductible de π′v{
1−t
2
} × · · · × π′v{
t−1
2
} avec π′v ≃ πv ⊗ ψ ◦ det. En
ce qui concerne les sous-quotients irre´ductibles de cette induite, ils sont d’apre`s Zelevinsky
en bijection avec les orientations du graphe line´aire dont les sommets sont les entiers de 1




−1Tr α(ϕτv⊗ψ∨) est un signe qui ne de´pend que du graphe et pas de π
′
v, cf.
par exemple la formule donne´e avant (1.5.3) dans [5].
3.2.5. Proposition. — Soit Π∞,v une repre´sentation irre´ductible de G(A∞,v), pour tout
(r, i), dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations de G(A∞,v) × GLd−rg(Fv) × Z,
[H i(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)1[d− rg])]{Π














∞,v) de´signe l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles automorphes Π′ de G(A)
telles que (Π′)∞,v ≃ Π∞,v ;
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– Πv est la composante locale commune a` tous les Π
′ ∈ UG(Π
∞,v) tels que dξ(Π
′
∞) 6= 0,
cf. le corollaire VI.2.2 de [10] ;
– Rπv(r, i)(Πv) est une somme de repre´sentations de GLd−rg(Fv) × Z de´finie, pour
Πv ≃ Spehs(Stt1(π1,v)) × · · · × Spehs(Sttu(πu,v)), ou` les πi,v sont des repre´sentations










– les ξk sont tels que πk,v ≃ πv ⊗ ξk ◦ val ◦ det ;
– Rπv(s, tk)(r, i)(Πv, k) s’e´crit comme suit
Rπv(s, tk)(r, i)(Πv, k) := Spehs(Stt1(π1,v))× · · · × Spehs(Sttk−1(πk−1,v))
×Rπk,v(s, tk)(r, i)×
Spehs(Sttk+1(πk+1,v))× · · · × Spehs(Sttu(πu,v)).
– Rπk,v(s, tk)(r, i) est une repre´sentation de GLd−rg(Fv) qui s’obtient comme ex-
plique´ ci-apre`s.
– ms,t(r, i) ∈ {0, 1} est de´fini ci-apre`s.
La repre´sentation Rπk,v(s, tk)(r, i) est calcule´e comme suit : on applique le foncteur de
Jacquet JP op
rg,d
a` Spehs(Sttk(πk,v)) qui s’e´crit, a` la Zelevinsky, comme une somme∑
〈a1〉 ⊗ 〈a2〉
ou` a1, a2 sont des multisegments dans la droite de Zelevinsky de πv ; le calcul explicite est













ou` ψ de´crit les caracte`res de F×v et ǫψ ∈ {−1, 1}.
Remarque : dans la formule pre´ce´dente, ou` τv = πv[r]D, les ψ tels que Πψ sont non nuls,
sont de la forme | − |k/2 avec k ∈ Z.
D’apre`s [10] the´ore`me V.6.1, cette formule permet de calculer la somme alterne´e des
[H i(pj≥rg! FQ¯l,ξ(πv, r)1[d− rg])]{Π














r − 1]πv)(r/2) (3.2.7)
par purete´, le calcul de chacun des H i(j≥tgI,!∗HT (πv,Πt)) se de´duit du calcul de la somme
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D’apre`s le lemme 1.5.5 de [5], les applications redτv sont multiplicatives au sens ou`
redτv
(





π1 × · · · × πi−1 × (redτv πi)× πi+1 × · · · × πr.
Ainsi, par ≪ superposition ≫, d’apre`s la proposition 3.6.1 de [5], on a
Rπk,v(s, tk)(r, i) = Π|−|−i/2.
Les conditions sur i dans la proposition 3.6.1 de [5] sont inte´gre´es dans les coefficients
ms,t(r, i) de´crits ci-apre`s.
Remarque : notons que pour πv irre´ductible cuspidale entie`re, il re´sulte de la description
pre´ce´dente que Rπv(s, t)(r, i) est entie`re et sa re´duction modulo l ne de´pend que (s, t, r, i)
et de rl(πv). En effet conside´rons deux repre´sentations entie`res irre´ductibles cuspidales πv
et π′v de meˆme re´duction modulo l. Le foncteur de Jacquet JP oprg,d applique´ a` Rπv(s, t)(r, i)
s’e´crit comme pre´ce´demment
∑
〈a1〉 ⊗ 〈a2〉 ou` a1, a2 sont des multisegments dans la droite
de Zelevinsky de πv. Si dans chacun de ces multisegments, on remplace les πv{· · · } par les
π′v{· · · }, le re´sultat obtenu est∑
〈a′1〉 ⊗ 〈a
′





Le re´sultat de´coule alors de la description explicite de Rπv[r]D(〈a1〉) = ±|− |
k/2 ou`, d’apre`s
la remarque pre´ce´dant la proposition 3.2.5, le signe et l’entier k ne de´pendent que du graphe
associe´ au multisegment a1 et pas de πv.
3.2.8. De´finition. — Les points de coordonne´es (r, i) tels que ms,t(r, i) = 1 sont conte-
nus dans l’enveloppe convexe du polygone de sommets (s + t − 1, 0), (t,±(s − 1)) et
(1,±(s− t)) si s ≥ t (resp. (t− s+ 1, 0) si t ≥ s) ; a` l’inte´rieur de celui-ci pour r fixe´, les i
concerne´s partent du bord en vont de 2 en 2, i.e. ms,t(r, i) = 1 si et seulement si :
– max {1, s+ t− 1− 2(s− 1)} ≤ r ≤ s+ t− 1 ;
– si t ≤ r ≤ s+ t− 1 alors 0 ≤ |i| ≤ s+ t− 1− r et i ≡ s+ t− 1− r mod 2 ;
– si max{1, s+ t−1−2(s−1)} ≤ r ≤ t alors 0 ≤ |i| ≤ s−1− (t− r) et i ≡ s− t−1+ r
mod 2.
Le lecteur trouvera des illustrations de cette de´finition aux figures 1 et 2.
Remarque : pour
Πv ≃ Spehs(Stt1(π1,v))× · · · × Spehs(Sttu(πu,v))
l’ensemble des couples (r, i) tels que [H i(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)[d − rg])]{Π
∞,v} est obtenu en
superposant les u diagrammes pre´ce´dents comme sur la figure 3 ; pour (r, i) donne´ la
contribution du diagramme d’indice k s’obtient en remontant a` la source, i.e. a` (s+tk−1, 0)




Figure 1. Les carre´s rouges donnent les coordonne´es (r, i) des ms,t(r, i) = 1 dans
le cas d’une Speh (t = 1) a` gauche et d’une Steinberg (s = 1) a` droite
– pour tout i 6= 0 et pour tout r tel que [H i(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)1[d − rg])]{Π
∞,v} est non




∞,v} est non nulle.







de [H i(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)1[d −











– pour i = 0, certains des constituants de [H0(pj≥rg!∗ FQ¯l,ξ(πv, r)1[d − rg])]{Π
∞,v} ≪ pro-
viennent ≫ des r′ > r comme dans le cas pre´ce´dent et d’autres non.
Illustration sur la figure 3 pour r = 4 :
– Speh4(πv)× Speh4(St3(πv))×Rπv(4, 5)(4, 0) provient de (8, 0) ;
– Speh4(πv)×Rπv(4, 3)(4, 0)× Speh4(St5(πv)) provient de (6, 0) ;
– Rπv(4, 1)(4, 0) × Speh4(St3(πv)) × Speh4(St5(πv)) ne provient pas d’un (r
′, 0) pour
r′ > 4.
3.2.9. Notation. — Pour πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv),
on note Aξ,πv(r, s) l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles automorphes de G(A)
ξ-cohomologique telles que :







Figure 2. Position des ms,t(r, i) = 1 dans le cas s ≥ t a` gauche et t ≥ s a` droite
– (Πp,0)|Z×p = 1,
– sa composante locale en v soit de la forme Spehs(Stt(π
′




et ? une repre´sentation quelconque de GLd−stg(Fv).
Remarque : ainsi une repre´sentation irre´ductible automorphe de G(A) ξ-cohomologique
dont la composante locale est de la forme
Spehs
(
Stt1(π1,v)× · · · × Sttu(πu,v)
)
= Spehs(Stt1(π1,v))× · · · × Spehs(Sttu(πu,v))
appartient a` Aξ,πv,i(s+ ti− 1, s) pour i = 1, · · · , u. En particulier ces ensembles Aξ,πv(r, s)
ne sont pas disjoints.
3.2.10. Corollaire. — Soit πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv) ;
pour tout 1 ≤ r ≤ d/g, on a










Π∞,v ⊗ Rπv(s, t)(r, i)(Πv)
)
20 BOYER PASCAL
Figure 3. Superposition des diagrammes pour le calcul des m(r, i) dans le cas
ou` Πv ≃ Speh4(piv)× Speh4(St3(piv))× Speh4(St5(piv))
ou` avec les notations pre´ce´dentes,Rπv(s, t)(r, i)(Πv) est donne´ pour Πv ≃ Spehs(Stt1(π1,v))×
· · · × Spehs(Sttu(πu,v)), par la formule∑
k: πk,v∼iπv
tk=t






avec πk,v ≃ πv ⊗ ξk ◦ val ◦ det.
3.3. Cohomologie des syste`mes locaux d’Harris-Taylor. — On reprend les calculs
du paragraphe pre´ce´dent pour les j≥rg! FQl,ξ(πv, r). Rappelons que la somme alterne´e de
leurs groupes de cohomologie est donne´e dans [10] ce qui a permis, cf. le paragraphe
pre´ce´dent, de calculer chacun des groupes de cohomologie des extensions interme´diaires.
CONGRUENCES AUTOMORPHES ET TORSION 21
En utilisant l’e´galite´ suivante, cf. [4] corollaire 5.4.1
itgI,∗j
≥tg












on en de´duit le calcul de chacun des H i(j≥tgI,! HT (πv,Πt)). Comme pre´ce´demment on traite
tout d’abord le cas de Spehs(Stt(πv)).
3.3.2. Proposition. — (cf. [5] §5)
Dans le cas ou` il existe Π′ ∈ UG(Π
∞,v) avec dξ(Π
′
∞) 6= 0 et Π
′
v ≃ Spehs(Stt(πv))






∞,v} est nul si g′ 6= g et π′v n’est pas dans la classe inertielle de


















ou` π′v ≃ πv⊗ξ ◦val ◦ det et Sπv(s, t)(r, i) est une repre´sentation de GLd−tg(Fv) qui s’obtient
combinatoirement a` partir de Spehs(Stt(πv)) et ns,t(r, i) ∈ {0, 1} est de´fini ci-apre`s.
3.3.3. De´finition. — Les points de coordonne´es (r, i) tels que ns,t(r, i) = 1 sont tous
ceux contenus dans l’enveloppe convexe du polygone de sommets (s + t − 1, 0), (s, 0),
(1, s− 1) et (t, s− 1).
Remarque : on trouvera des illustrations de cette de´finition aux figures 4 et 5.
Remarque : a` vrai dire dans [5] on traite seulement les cas s = 1 ou t = 1. Le calcul proce`de
par analyse de la suite spectrale associe´e a` la filtration de stratification de j≥tgI,! HT (πv,Πt)
dont les gradue´s sont les termes du membre de droite de (3.3.1). La nullite´ des ns,t(r, i)
pour (r, i) n’appartenant pas a` l’inte´rieur du quadrilate`re de sommets (1, 0), (1, s − 1),
(t, s− 1) et (s+ t− 1, 0) est alors imme´diate (en utilisant la nullite´ pour i < 0). De meˆme
on obtient ns,t(r, i) pour (r, i) appartenant a` la ligne polygonale joignant (1, s−1), (t, s−1)
et (s+ t− 1, 0) et que ceux qui sont non nuls sont tels que i a la meˆme parite´ que le (r, i′)
sur cette ligne polygonale. Le seul argument combinatoire re´side alors dans l’e´tude de la
nullite´ pour (r, i) appartenant a` l’inte´rieur de (1, s− 1), (s, 0), et (1, 0). Dans la suite nous
utiliserons simplement le fait que Sπv(s, t)(s+ t− 1, 0) = Rπv(s, t)(s+ t− 1, 0) qui de´coule
directement de ce que nous venons d’expliciter.
Comme dans le paragraphe pre´ce´dent la multiplicativite´ de red, cf. le lemme 1.5.5 de
[5], permet d’obtenir le cas ge´ne´ral.
3.3.4. Proposition. — Soit Π∞,v une repre´sentation irre´ductible de G(A∞,v), pour tout
(r, i), dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations de G(A∞,v) × GLd−rg(Fv) × Z,
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Figure 4. Position des ns,t(r, i) = 1 dans le cas d’une Speh a` gauche et d’une
Steinberg a` droite
Figure 5. Position des ns,t(r, i) = 1 pour Speh3(St3(piv))
[H i(pj≥rg! FQ¯l,ξ(πv, r)1[d− rg])]{Π













– Πv est la composante locale commune a` tous les Π
′ ∈ UG(Π
∞,v) tels que dξ(Π
′
∞) 6= 0,
cf. le corollaire VI.2.2 de [10] ;
– Sπv(r, i)(Πv) est une somme de repre´sentations de GLd−rg(Fv) × Z de´finie, pour
Π′v ≃ Spehs(Stt1(π1,v)) × · · · × Spehs(Sttu(πu,v)), ou` les πi,v sont des repre´sentations
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ou` :
– les ξk sont tels que πk,v ≃ πv ⊗ ξk ◦ val ◦ det ;
– Sπv(s, tk)(r, i)(Πv, k) s’e´crit comme suit
Sπv(s, tk)(r, i)(Πv, k) := Spehs(Stt1(π1,v))× · · · × Spehs(Sttk−1(πk−1,v))
× Sπk,v(s, tk)(r, i)×
Spehs(Sttk+1(πk+1,v))× · · · × Spehs(Sttu(πu,v)).
Figure 6. Superposition des diagrammes pour le calcul des n(r, i) dans le cas
ou` Πv ≃ Speh4(piv)× Speh4(St3(piv))× Speh4(St5(piv))
3.3.6. Corollaire. — Soit πv une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(Fv) ; pour
tout 1 ≤ r ≤ d/g, on a










Π∞,v ⊗ Sπv(s, t)(r, i)(Πv)
)
ou` avec les notations pre´ce´dentes, Sπv(s, t)(r, i)(Πv) est donne´ pour Πv ≃ Spehs(Stt1(π1,v))×
· · · × Spehs(Sttu(πu,v)), par la formule∑
k: πk,v∼iπv
tk=t







avec πk,v ≃ πv ⊗ ξk ◦ val ◦ det.
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4. Augmentation de l’irre´ductibilite´
4.1. Congruences faibles entre repre´sentations automorphes. — Commenc¸ons
par rappeler la notion classique de congruence faible entre repre´sentations automorphes
de G(A) comme le lecteur pourra le trouver dans le §3 de [16]. Pour un corps local non
archime´dien K d’anneau des entiers OK , et un groupe re´ductif G connexe non ramifie´ surK
tel que G(OK) est de´fini, e´gal a` un sous-groupe ouvert compact maximal spe´cial de G(K),
la Z-alge`bre de Hecke sphe´rique HK de G(K) par rapport a` G(OK) est commutative.
Pour πK une Q¯l-repre´sentation irre´ductible non ramifie´e entie`re sur l’anneau des entiers
O d’une extension finie de Ql contenue dans Q¯l, l’action de HK sur l’espace vectoriel de
dimension 1, π
G(OK)
K , est donne´e par le caracte`re de Satake
λπK : HK −→ O.
4.1.1. De´finition. — Deux Q¯l-repre´sentations πK et π
′
K , irre´ductibles, O-entie`res et non
ramifie´es de G(K) sont dites congruentes modulo l si leurs caracte`res de Satake λπK et λπ′K
ont la meˆme re´duction modulo l.
Dans le cas global, soient P l’ensemble des places finies de Q et T ⊂ P de comple´mentaire
fini tel que pour tout w ∈ T , G(Qw) est non ramifie´ et G(Zw) est de´fini e´gal a` un sous-
groupe compact ouvert spe´cial de G(Qw). Pour Π une Q¯l-repre´sentation irre´ductible O-
entie`re de G(A) non ramifie´e en toute place de T , la Z-alge`bre de Hecke sphe´rique HT de
G(QT ) :=
∏
w∈T G(Qw) relativement a` G(ZT ) :=
∏
w∈T G(Zw), agit sur la droite π
G(ZT )
T via
le caracte`re de Satake de ΠT :
λT,Π : HT −→ O.
4.1.2. De´finition. — Deux Q¯l-repre´sentations Π et Π
′, irre´ductibles, O-entie`res et non
ramifie´es de G(A) sont dites T -congruentes modulo l si leurs caracte`res de Satake λT,π et
λT,Π′ ont la meˆme re´duction modulo l. Elles sont dites faiblement congruentes, s’il existe
un tel ensemble de places T telles qu’elles soient T -congruentes.
Remarque : Π et Π′ sont T -congruentes modulo l si et seulement si Πw et Π
′
w sont
congruentes pour toute place w de T .
Pour tout ensemble T comme ci-avant et pour toute repre´sentation irre´ductible Π de
G(A) non ramifie´e en T , on conside`re Π
G(ZT )





4.1.3. Notation. — Pour tout ensemble T de places finies w de Q comme pre´ce´demment,





i=2G(Fvi)×GLh(Fv)×Z munies d’une action de
HT . Pour ΠT ∈ GQ¯l,T (v, h) et T
′ ⊂ T , Π
G(ZT−T ′ )
T est un objet de GQ¯l,T ′(v, h) et on note
GQl
(v, h) la limite projective associe´e.
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Remarque : si Π∞,v ⊗ Π′v ⊗ χ est une repre´sentation entie`re de G(A
∞,v) × GLh(Fv) × Z,
alors, cf. l’appendice A de [16], ses caracte`res de Satake et chacune de ses composantes Πw
sont aussi entiers.
On voit la re´duction modulo l de Π
G(ZT )
T ⊗ Π
T,∞ ⊗ Π′v ⊗ χ comme un objet du groupe
de Grothendieck GF¯l,T (v, h) des F¯l-repre´sentations de longueur finie de GLh(Fv) × Z ×∏
w 6∈T∪{∞,v}G(Qw) munies d’une action de HT .
4.1.4. De´finition. — On dira que deux objets ≪ entiers ≫ A et B de GQ¯l(v, h) ont meˆme
re´duction modulo l, et on e´crira rl(A) = rl(B) si pour tout T comme ci-avant, les images
de AT et BT dans GF¯l,T (v, h) par re´duction modulo l sont e´gales. On dira que AT est la
re´duction modulo l de niveau T de A.
Remarque : l’ensemble des re´ductions modulo l de l’objet de GQ¯l(v, h) associe´es a` Π
∞,v ⊗
Π′v ⊗ χ n’est pas un objet de GF¯l(v, h) = lim←T GF¯l,T (v, h) car la re´duction modulo l ne
commute pas en ge´ne´ral avec le foncteur des invariants sous G(Zw).
4.1.5. Lemme. — Le foncteur rl : GrothQl(GLn(Qp)) −→ GrothFl(GLn(Qp)) de
re´duction modulo l du groupe de Grothendieck des Ql-repre´sentations entie`res de GLn(Qp)










De´monstration. — On choisit une re´solution e´quivariante plate P • (i.e. sans l-torsion) de
la Zl cohomologie de sorte que la cohomologie de P
• ⊗Zl Ql (resp. P
• ⊗Zl Fl) calcule les
H•(X,Ql) (resp. H
•(X,Fl)). On rappelle alors le re´sultat connu suivant (cf. par exemple
[7] proposition 7.1.3) :
4.1.6. Lemme. — Soit (D≤0,D≥0) une cate´gorie de´rive´e munie d’une t-structure non
de´ge´ne´re´e : on note C son coeur qui est alors une cate´gorie abe´lienne de groupe de Gro-
thendieck Groth(C). L’application qui a` un objet F de D associe∑
i
(−1)i[phiF ] ∈ Groth(C)
induit un isomorphisme du groupe de Grothendieck K(D) de la cate´gorie triangule´e D, sur
Groth(C), ou` l’on rappelle qu’e´tant donne´e une cate´gorie triangule´e A localement petite,
son groupe de Grothendieck K(A) est de´fini comme le groupe libre engendre´ par les classes
d’isomorphismes d’objets de A quotiente´, par les relations : A[1] = −A et A = B+C pour
tout triangle distingue´ B −→ A −→ C
+1
−→.
En conside´rant les t-structures triviales on en de´duit alors que l’image de la somme
alterne´e de la cohomologie de P • ⊗Zl Ql (resp. de P
• ⊗Zl Fl) est e´gale dans le groupe






iH i(X,Fl)). Ainsi le
re´sultat de´coule du fait e´vident que l’image par le morphisme de re´duction modulo l de
26 BOYER PASCAL
la classe de P • ⊗Zl Ql dans K(D
b(SpecFp,Ql)) est e´gale a` la classe de P
• ⊗Zl Fl dans
K(Db(SpecFp,Fl)).
4.2. Changement de cuspidalite´. — Rappelons les notations de 1.1.11 :
– ̺−1 est une F¯l-repre´sentation supercuspidale de GLg−1(Fv) ;
– pour u ≥ −1 (resp. u′ ≥ u), on choisit πv,u (resp. πv,u′) une Q¯l-repre´sentation
irre´ductible cuspidale de GLg(Fv) (resp. GLg′(Fv)) telle que, avec les notations de
1.1.11, on ait rl(πv,u) = ̺u (resp. rl(πv,u′) = ̺u′). En particulier on a g = gu =
g−1m(̺)l
u (resp. g′ = gu′ = g−1m(̺)l
u′).
Remarque : dans la suite on e´crira lu
′−u alors que pour u = −1 on devrait e´crire m(̺)lu
′
;
on espe`re gagner en clarte´ ce que l’on perdra en rigueur.
On choisit alors r et r′ tels que rgu = r












En revanche comme dans notre situation pj!∗ ne commute pas avec F, cf. [7] §5, nous allons



























































De´monstration. — Le re´sultat de´coule de la description explicite du corollaire 3.3.6 et du
lemme 4.1.5.
Remarque : en e´crivant l’e´galite´ pre´ce´dente qu’avec des signes positifs, on voit qu’a` un
sous-quotient de niveau T d’un Π ∈ Aξ,πv,u(s + t − 1, s) correspond un sous-quotient de
niveau T d’un Π′
(i) soit de Aξ,πv,u′(s
′ + t′ − 1, s′) pour un couple (s′, t′) a` de´terminer
(ii) soit de Aξ,πv,u(s
′+t′−1, s′), et dans ce cas on n’est pas parvenu a` changer de cuspidale.
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Dans le cas (ii), si Π ∈ Aξ,πv,u(s+ t−1, s) est associe´ a` un e´le´ment de Aξ,πv,u(s1+ t1−1, s1)
avec s1 + t1 > s + t, en raisonnant par re´currence on lui associe alors une repre´sentation
Aξ,πv,u′(s
′ + t′ − 1, s′) comme dans le cas (i) ci dessus ; autrement dit on parvient toujours
a` changer de cuspidale. Du coˆte´ galoisien cela revient a` ≪ augmenter l’irre´ductibilite´ lo-
cale ≫ i.e. en notant σ(Π) et σ(Π′) les repre´sentations galoisiennes associe´es respectivement
a` Π et Π′ par la correspondance de Langlands globale, σ(Π′) est congruente a` σ(Π) mais
sa composante locale σ(Π′v) est ≪ moins re´ductible ≫ que σ(Πv) puisque certains de ses
facteurs inde´composables sont devenus irre´ductibles. Dans les paragraphes suivants nous
allons e´tudier les situations les plus simples de cette e´galite´.
4.3. Le cas non de´ge´ne´re´. — On reprend les notations du paragraphe pre´ce´dent.
4.3.1. Proposition. — Soit Π′ ∈ Aξ,πv,u′(t
′, 1) une repre´sentation irre´ductible auto-
morphe. Il existe alors une repre´sentation irre´ductible automorphe Π ∈ Aξ,πv,u(t, 1) avec
tg = t′g′, qui est congruente avec Π′.
De´monstration. — Soit T ′ l’ensemble des places finies w de F telles que G(Qw) est non
ramifie´, G(Zw) est un sous-groupe compact ouvert maximal de G(Qw) et Π
′
w est non
ramifie´e. Fixons w0 ∈ T
′ de´compose´e dans E et v0 une place de F au dessus de w0 telle
que, avec la notation 1.3.1, G(Fv0) ≃ GLd(Fv0) ; on note T = T
′ − {v0}. Notons λT le
caracte`re de Satake de Π′T et soit λT ⊗ρ







avec ρT,∞,vv0 une repre´sentation non de´ge´ne´re´e de
GLd(Fv0). Pour toute repre´sentation irre´ductible cuspidale π˜v de GLg˜(Fv) et pour tout
Π ∈ Aξ,π˜v(r, s) avec s > 1 et r quelconques, ρ
T,∞,v
v0
n’est pas un constituant de rl(Πv0), de
sorte qu’en particulier pour tout i 6= 0, la re´duction modulo l de H i(Fξ,Z¯l(r, π˜v)1[d − rg˜])
ne contient pas λT ⊗ ρ
T,∞,v ⊗ ̺v ⊗ χ.
Ainsi dans l’e´galite´ de la proposition 4.2.3 pour r′ = t′, λT ⊗ρ
T,∞,v⊗̺v⊗χ apparait avec
un signe strictement positif dans le membre de droite et donc dans le membre de gauche
de sorte qu’il existe Π dont la re´duction modulo l de niveau T est supe´rieure ou e´gale a`
λT ⊗ ρ
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ.
4.4. Augmentation de l’irre´ductibilite´ globale. — Dans le cas ou` les faisceaux per-
vers dont la cohomologie donne l’e´galite´ de 4.2.3, sont a` support dans les points supersin-
guliers, i.e. rgu = r
′gu′ = d, cette e´galite´ s’e´crit comme suit.
4.4.1. Corollaire. — Pour (r, r′) = (s, s′) tels que sgu = s



















Remarque : l’e´galite´ est aussi valable dans le cas d < (s+ 1)g.
4.4.2. Corollaire. — Supposons que dans le corollaire pre´ce´dent on ait s′ = 1 et soit
λT ⊗ ρ
T,∞ ⊗ χ un sous-quotient irre´ductible de niveau T de la re´duction modulo l de Π ou`
Π ∈ Aξ,πv,u(s, s). Il existe alors une repre´sentation irre´ductible Π
′ ∈ Aξ,πv,u′(1, 1) dont la
re´duction modulo l de niveau T est supe´rieure ou e´gale a` λT ⊗ ρ
T,∞,v ⊗ χ.
Remarque : le the´ore`me 2 de [13] e´tablit des congruences entre une repre´sentation Π non
ramifie´e en v telle son parame`tre de Satake est congruent a` celui de la triviale, et des
repre´sentations Π′ ramifie´es en v, par exemple une Steinberg. Le corollaire pre´ce´dent pour
g = 1 et πv,u = 1v construit une telle congruence sauf que ne´cessairement dans notre
situation, la repre´sentation Π est un caracte`re. Notre technique ne permet pas passer d’un
Πv ≃ χ1 × χ2 a` une Steinberg ; en revanche elle sait traiter d’autres cas que celui des
parame`tres de Satake congruent a` celui de la triviale.
Remarque : on peut voir le corollaire pre´ce´dent comme une augmentation de l’irre´ductibilite´
globale du coˆte´ galoisien puisque, via la correspondance de Langlands globale, a` Π ∈
Aξ,πv,u(s, s) (resp. a` Π
′ ∈ Aξ,πv,u′(1, 1) tel qu’en une place w quelconque Π
′
w est cuspidale)
correspond une repre´sentation galoisienne qui est la somme directe de d
s
repre´sentations
(resp. irre´ductible). De ce point de vue l’e´galite´ de la proposition 4.2.3 peut suˆrement





























































Ainsi les sous-quotients de niveau T de la re´duction modulo l des repre´sentations de
Aξ,πv,u(s, s) doivent aussi apparaˆıtre dans le membre de gauche de l’e´galite´ pre´ce´dente.
En regardant en v, comme πv,u est cuspidale il ne peut pas eˆtre un sous-quotient de la
re´duction modulo l d’une repre´sentation de la forme Spehs−1(π
′). Ainsi on obtient des
congruences automorphes entre les Π ∈ Aξ,πv,u(s, s) et les Π
′ ∈ Aξ,πv,u(s, 1)∪Aξ,πv,u(s−1, 1)
ce qui s’interpre`te a` nouveau en termes d’augmentation de l’irre´ductibilite´ globale du coˆte´
galoisien
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4.5. Torsion dans la cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. —
Nous reprenons les notations pre´ce´dentes avec u′ > u = −1.









′gu′] a de la torsion.
De´monstration. — Rappelons que pour un Fq-sche´ma X quelconque et un Zl-faisceau per-
vers sans torsion P, on a la suite exacte courte suivante
0→ Hn(X,P)⊗Zl Fl −→ H
n(X,FP) −→ Hn+1(X,P)[l]→ 0. (4.5.2)
On note r tel que rg−1 = r
′gu′ et soit s = ⌊
d
g−1
⌋. D’apre`s le cas t = 1 de la pro-
position 3.3.2, la partie libre de Hs−r(j
≥rg−1
! Fξ,Z¯l(r, πv,−1)[d − rg−1]) est non nulle. Soit
alors i0 ≥ s − r l’entier i maximal tel que H
i(j
≥rg−1
! Fξ,Z¯l(r, πv,−1)[d − rg−1]) est non
nul ; de la suite exacte (4.5.2) on en de´duit que i0 est aussi l’entier le plus grand tel
que H i(j
≥rg−1
! FFξ,Z¯l(r, πv,−1)[d− rg−1]) est non nul.






















on en de´duit que i0 est aussi le plus grand entier tel que ce groupe de cohomologie est
non nul.
D’apre`s 3.3.2, pour s′ = ⌊ d
gu′









nul, de`s que i > s′ − r′. Or comme par hypothe`se rg−1 + g−1 ≤ d, on a i0 ≥ s− r > s
′ − r′
et donc d’apre`s (4.5.2) la torsion de H i0(j
≥r′gu′
! Fξ,Z¯l(r
′, πv,u′)[d − r
′gu′]) est non nulle. Par




′gu′]) a aussi de la torsion.
Remarque : avec les notations de la preuve pre´ce´dente, si i0 > s−r alors j
≥rg−1
! Fξ,Z¯l(r, πv,−1)[d−
rg−1] a aussi de la torsion dans sa cohomologie.
5. Repre´sentations automorphes fortement congruentes
5.1. De´finition de la notion de congruence au sens fort.—
5.1.1. De´finition. — Deux Q¯l-repre´sentations irre´ductibles entie`res Π et Π
′ de GLd(AF )
sont dites fortement congruentes modulo l si pour toute place finie w de F telle que Πw et
Π′w sont non ramifie´es, les re´ductions modulo l de Πw et Π
′
w sont e´gales.
Remarque : si pour une place w ou` Π et Π′ sont non ramifie´es, rl(Πw) et rl(Π
′
w) sont
e´gales alors la re´duction modulo l de leurs caracte`res de Satake aussi, de sorte que deux
repre´sentations fortement congruentes sont aussi faiblement congruentes au sens du §4.1.
En ce qui concerne la re´ciproque remarquons que :
30 BOYER PASCAL
– si Πw et Π
′
w sont irre´ductibles non ramifie´es et non de´ge´ne´re´es alors rl(Πw) = rl(Π
′
w)
si et seulement si leurs caracte`res de Satake sont congrus modulo l.
– Plus ge´ne´ralement si Πw et Π
′
w sont irre´ductibles non ramifie´es, respectivement de la
forme Spehs(πw) et Spehs(π
′
w) avec πw et π
′
w non de´ge´ne´re´es, alors rl(Πw) = rl(Π
′
w) si
et seulement si leurs caracte`res de Satake sont congrus modulo l.
– Par contre Πw ≃ χ1 × · · · × χd irre´ductible non ramifie´e et non de´ge´ne´re´e peut tre`s
bien avoir un caracte`re de Satake congru modulo l a` celui de la triviale.
5.1.2. De´finition. — Deux Q¯l-repre´sentations irre´ductibles entie`res Π et Π
′ de G(A)
sont dites fortement congruentes modulo l si les repre´sentations ΠGL et Π
′
GL de GLd(AF )
obtenues, a` partir de respectivement Π et Π′, par la correspondance de Jacquet-Langlands
de leur changement de base, cf. le §VI de [10], sont fortement congruentes au sens de la
de´finition pre´ce´dente.
Remarque : il re´sulte des remarques pre´ce´dentes, que si Π et Π′ sont fortement congruentes
alors elles sont faiblement congruentes au sens du §4.1.
5.1.3. Proposition. — Soient Π et Π′ des Q¯l-repre´sentations irre´ductibles automorphes
de G(A), entie`res et ξ-cohomologiques. On note T l’ensemble des places finies de Q ou` Π
et Π′ sont non ramifie´es et on suppose que
– les caracte`res de Hecke λT,Π et λT,Π′ sont congrus modulo l ;
– qu’il existe une place w0 de T de´compose´e w0 = u0u
c
0 dans E ainsi qu’une place v0 de
F au dessus de u0 telle qu’avec la notation 1.3.1, G(Fv0) ≃ GLd(Fv0) avec





ou` πw0 et π
′
w0
sont des repre´sentations irre´ductibles non de´ge´ne´re´es.
Alors Π et Π′ sont fortement congruentes.
De´monstration. — Il de´coule du deuxie`me tiret de la remarque pre´ce´dant la de´finition
5.1.2, qu’en toute place w de F pour laquelle ΠGL et Π
′
GL sont non ramifie´es, les re´ductions
modulo l de ΠGL,w et Π
′
GL,w sont e´gales.
5.2. E´nonce´ de la conjecture automorphe. — De´sormais πv et π
′
v seront deux
repre´sentations irre´ductibles cuspidales de GLg(Fv) ayant la meˆme re´duction modulo l.
On se propose de montrer l’existence de couples (Π,Π′) ∈ Aξ,πv(r, s) × Aξ,π′v(r, s) de
repre´sentations fortement congruentes ou` rl(πv) = rl(π
′
v), cf. la notation 3.2.9,. Afin
d’alle´ger les notations, pour Π ∈ Aξ,πv(r, s) et pour tout (r
′, i) tels que m(r′, i) = 1, on
notera tr,sr′,i(Π) = Π
∞,v ⊗
(






CONGRUENCES AUTOMORPHES ET TORSION 31


















Remarque : pour λT ⊗ ̺
T,∞,v ⊗ ̺v ⊗ χ un irre´ductible de GF¯l,T (v, h), on choisit pour tout
z 6∈ T ∪ {∞} un sous-groupe compact ouvert Kz de G(Qz) tel que ρ
T,∞
z a des vecteurs
invariants sousKz. Toute repre´sentation Π de G(A
∞,v)×GLh(Fv) dont la re´duction modulo
l de niveau T contient λT⊗̺
T,∞⊗̺v⊗χ, admet, par de´finition, des vecteurs invariants sous
K∞ := G(QT )×
∏
z 6∈T∪{∞}Kz. En particulier il n’y a qu’un nombre fini de repre´sentations
Π ∈ Aξ,πv(r, s) telles que rl(t
r,s
r,0(Π)) contiennent λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ.
5.2.2. De´finition. — La multiplicite´ de λT ⊗ ̺










T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ).
Remarque : le lecteur notera que pour ̺v ⊗ χ et ̺
′
v ⊗ χ
′ deux constituants irre´ductibles de
rl(Sπv(s, r − s+ 1)(r









T,∞ ⊗ ̺′v ⊗ χ
′).









T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ), (5.2.3)
indexe´e par les λT ⊗̺
T,∞⊗̺v⊗χ. Ces e´galite´s sont a` interpre´ter en termes de congruences
fortes entre repre´sentations automorphes. Pre´cise´ment pour λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ un




T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ) 6= 0, il existe
Π ∈ Aξ,πv(r, s), et donc Π




′) contiennent λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ. Alors d’apre`s la proposition 5.1.3, Π et
Π′ sont fortement congruentes. En outre pour toute place w, les re´ductions modulo l de
Πw et Π
′
w ne sont pas disjointes : c’est clair pour toutes les places p
′ 6= p de Z puisqu’elles
contiennent ρT,∞p′ . Pour la place p, c’est a` nouveau clair pour les places vi 6= v et reste alors
a` traiter le cas de la place v. E´crivons Πv ≃ Spehs(Stt(π1,v))× · · · × Spehs(Stt(πk,v))×? ou`






Spehs(Stt(π1,v))× · · · × Spehs(Stt(πi−1,v))
× Sπi,v(s, r − s+ 1)(r, 0)×
Spehs(Stt(πi+1,v))× · · · × Spehs(Stt(πk,v))×?
)
⊗ ξi.
Notons i un indice pour lequel ̺v ⊗ χ est un constituant de la re´duction modulo l de
Av :=
(











· · · × Sπ′
i′,v




⊗ ξ′i′. Ainsi la re´duction modulo
l de ξi et ξ
′
i′ sont e´gales et donc, comme rl(πv) = rl(π
′
v), les re´ductions modulo l de πi,v
et π′i′,v sont e´gales. On en de´duit que les re´ductions modulo l de Sπi,v(s, r − s+ 1)(r, 0) et
Sπ′
i′,v
(s, r − s + 1)(r, 0) sont e´gales et comme celles de Spehs(Stt(πi,v)) et Spehs(Stt(π
′
i′,v))
sont aussi e´gales, du fait que rl(Av) et rl(A
′
v) ont un constituant en commun, on en de´duit
qu’il en est de meˆme pour les re´ductions modulo l de Πv et Π
′
v.
5.3. Cas tre`s ramifie´s. — Nous nous proposons d’e´tudier dans ce paragraphe le cas
tre`s simple ou` λT ⊗ ̺
T,∞ ve´rifie la proprie´te´ suivante :




T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ) 6= 0⇔ s = 1 et i = 0. (5.3.1)
Citons comme cas particuliers :
– celui ou` la repre´sentation ξ est tre`s ramifie´e de sorte que, la cohomologie de la varie´te´
de Shimura e´tant concentre´e en degre´ me´dian, d’apre`s [5] §4, pour tout s > 1 les
Aξ,πv(r, s) sont vides.
– celui ou` il existe une place x 6∈ T ∪ {∞} de´compose´e x = yyc dans E et une place z




Pour un λT ⊗ ̺
T,∞ ve´rifiant la proprie´te´ (5.3.1), nous allons prouver les e´galite´s (5.2.3)
par re´currence sur r de sg := ⌊
d
g
⌋ a` 1. Pour r = sg, les couples (s, t) tel qu’il existe i pour
lequel ms,t(sg, i) 6= 0 sont (sg, 1) et (1, sg) ce qui correspond aux repre´sentations
– Π ∈ Aξ,πv(sg, sg) et donc Πv ≃ Spehsg(πv)×?,
– Π ∈ Aξ,πv(sg, 1) et donc Πv ≃ Stsg(πv)×?,
avec ? une repre´sentation de GLk(Fv) avec k < g. Rappelons que les extensions in-
terme´diaires et par ze´ro de Fξ(sg, πv)[d− sgg] sont e´gales et qu’alors la Q¯l-cohomologie est















∞,v ⊗ Sπv(sg, 1)(sg, 0)(Πv). (5.3.2)




T,∞⊗ ̺v ⊗χ) de´coule alors de la proposition suivante en utilisant








T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ).
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De´monstration. — Notons que l’on a FFξ(sg, πv) = FFξ(sg, π
′
v) et que le foncteur F
commute avec j
≥sgg
! . On en de´duit alors que, pour tout sous-groupe compact ouvert
I = G(ZT )× I
T,∞ de G(A∞), on a
FH∗(XI , j
≥sgg





! Fξ(sg, πv)1[d− sgg]
)
.
D’apre`s (5.3.2), on a la formule pour Π∞,v ⊗ Sπv(sg, sg)(sg, 0)(Πv) (resp. Π
∞,v ⊗
Sπv(sg, 1)(sg, 0)(Πv)) a` la place de Π
∞ pour Π ∈ Aξ,πv(sg, sg) (resp. pour Π ∈ Aξ,πv(sg, 1)).
Pour passer de Sπv(sg, sg)(sg, 0)(Πv) (resp. de Sπv(sg, 1)(sg, 0)(Πv)) a` Πv, on raisonne
comme pre´ce´demment en utilisant que la re´duction modulo l de Spehsg(πv) (resp.
Stsg(πv)) ne de´pend que de celle de πv et de sg.













T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ)
alors pour tout (r′, i) et pour toute repre´sentation ̺′v ⊗ χ










T,∞ ⊗ ̺′v ⊗ χ
′).
De´monstration. — Si mr,s(r
′, i) = 0 c’est bien entendu e´vident. Sinon le re´sultat de´coule
du fait que la re´duction modulo l de Sπv(s, t)(r
′, i) est e´gale a` celle de Sπ′v(s, t)(r
′, i).









T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ).





pour tout s ≥ 2, on obtient l’e´galite´ ci-dessus pour r ce qui termine la preuve de l’induction
de la re´currence.













T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ). (5.3.6)
De´monstration. — D’apre`s la proposition 3.2.5, le corollaire pre´ce´dent et le corollaire 3.2.2,
pour tout i 6= 0, les multiplicite´s de λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ dans la re´duction modulo l des
parties libres de H i(pj≥rg! Fξ(πv, r)[d − rg]) et H
i(pj≥rg! Fξ(π
′
v, r)[d − rg]) sont e´gales. Par
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ailleurs d’apre`s le lemme 4.1.5, la somme alterne´e de la re´duction modulo l des groupes de
















et ce qui pre´ce`de, nous donne que les multiplicite´s de λT ⊗ ̺
T,∞⊗ ̺v ⊗χ dans la re´duction




sont e´gales, ce qui d’apre`s 3.2.5 donne le re´sultat annonce´.
5.4. Une conjecture sur la torsion. — Comme on peut le voir dans le paragraphe
pre´ce´dent, la proprie´te´ (5.3.1), nous sert a` se´parer les contributions des diffe´rents s dans
(5.3.6). Donnons une motivation pour croire a` 5.2.1 en e´tudiant le cas r = sg de la propo-









T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ). (5.4.1)
5.4.2. Lemme. — Soit T1 l’ensemble infini des places w de F au dessus d’une place x de
T de´compose´e x = yyc dans E, telles qu’au sens de la notation 1.3.1, G(Fw) ≃ GLd(Fw).
Alors pour tout sous-ensemble fini S1 ⊂ T1 de cardinal pair (resp. impair), il existe une
repre´sentation ΠS1 ∈ Aξ,πv(sg, 1) (resp. Π
′
S1
∈ Aξ,π′v(sg, 1)) ramifie´e en toutes les places
de T1, de sorte que toutes les repre´sentations ΠS1 et Π
′
S1
ainsi construites sont fortement
congruentes entre elles.
De´monstration. — Pour w ∈ T1 et Πw une repre´sentation de GLd(Fw) non ramifie´e et non
de´ge´ne´re´e dont la re´duction modulo l du caracte`re de Satake est λw, rl(Πw) qui ne de´pend
que de λw, contient une unique repre´sentation non de´ge´ne´re´e que l’on note πw. On regarde
la multiplicite´ de λTw ⊗ ̺
T,∞⊗πw ⊗ ̺v ⊗χ dans l’e´galite´ de 5.3.3 au niveau T
w = T −{w}
en distinguant les contributions des Π ∈ Aξ,πv(sg, 1) qui sont ou non ramifie´es en w, en





T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ) +mw(λT ⊗ ̺





T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ) +m
′
w(λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ)
ou` mw(λT ⊗ ̺
T,∞⊗ ̺v ⊗ χ) correspond donc a` la multiplicite´ de λTw ⊗ ̺
T,∞ ⊗ πw ⊗ ̺v ⊗ χ
dans la re´duction modulo l de niveau Tw des Π ∈ Aξ,πv(sg, 1) qui sont ramifie´es en w et
non ramifie´es en Tw. De l’ine´galite´ (5.4.1), on en de´duit que m′w(λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ) > 0
ce qui prouve le cas ou` S1 est de cardinal 1.
Pour tout S1, on notemS1(λT⊗̺




̺v ⊗ χ dans la re´duction modulo l de niveau T −S1 des Π ∈ Aξ,πv(sg, 1) qui sont ramifie´es
en S1 et non ramifie´es en T −S1. On raisonne alors par re´currence sur le cardinal de S1 en
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T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ)













































T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ)−mS1(λT ⊗ ̺
T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ)
)
Comme il est peu probable de construire aussi aise´ment de telles congruences auto-
morphes, et encore n’avons nous pas pousse´ de telles constructions au maximum, nous
proposons la conjecture suivante e´quivalente a` 5.2.1.
5.4.3. Conjecture. — Pour tout πv, pour tout 1 ≤ r ≤ sg et pour tout i, la re´duction
modulo l de la torsion de H ic(Fξ(πv, r)), ne de´pend dans les GF¯l,T (v, d − rg) que de T, i, ξ
et rl(πv).
Remarque : la torsion construite au §4.5 ve´rifie bien cette proprie´te´
La conjecture 5.4.3 est e´quivalente a` demander la meˆme proprie´te´ pour la re´duction
modulo l des parties libres des H ic(Fξ(πv, r)), e´tant entendu que la partie libre d’un Z¯l-
module est le quotient par son sous-module de torsion.
Pour montrer l’e´quivalence entre les deux conjectures 5.2.1 et 5.4.3, on raisonne comme
dans le paragraphe pre´ce´dent et il s’agit de se´parer les contributions des diffe´rents s dans
la formule (5.3.6). Pour ce faire on utilise les parties libres des H ic(Fξ(r
′, πv)[d− r
′g]) pour
des r′ < r et i > 0. En effet comme les diagrammes des n(r′, i) du §3.3, ne sont pas les
meˆmes pour diffe´rents s, on proce`de comme suit. Pour r fixe´, on raisonne par re´currence









T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ).





v, r−s0+1)[d−(r−s0+1)g]). Une fois enleve´e les contributions des
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T,∞ ⊗ ̺v ⊗ χ).
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